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Erklirung stellarer und planetarer Magnetfelder
durch einen turbulenzbedingten Dynamomechanismus

M. SteexBeck und F.Krause
Institut fiir Magnetohydrodynamik Jena der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin
(Z. Naturforschg. 21 a, 1285—1296 [1966] ; eingegangen am 30. Mérz 1966)

In a foregoing paper! the effects of a turbulent motion on magnetic fields were investigated.
Especially turbulence was treated under the influence of CorioLis-forces and gradients of density
and/or turbulence intensity. It was shown that on these conditions the average cross-product of
velocity and magnetic field has a non-vanishing component parallel to the average magnetic field.
Here we give the consequences of this effect for rotating, electrically conducting spheres.

At first a sphere rotating with constant angular velocity is investigated. The quadratic effect
provides for dynamo maintainance of the magnetic fields. A field of dipol-type has the weakest
condition for maintainance. Applications to the magnetic field of the earth show a good agreement
with the conceptions of the physical state of the earth’s core.

For a second model differential rotation is included. We have also dynamo maintainance. Since
we have to assume that generally the angular velocity is a function decreasing with the distance
from the centre of the sphere, the calculations show that we have a preferred self-excited build-up
of a quadrupol-type field. This model may be applicable to magnetic stars.

Finally we look for dynamo maintainance of alternating fields. We consider the skin-depth to be
small compared with the radius of the sphere, then we have plane geometry. The existence of
periodical solutions is proved. Applications to the general magnetic field of the sun, which has a
period of 22 years, are discussed.

1. Einleitung wegung unter dem Einflul von CorioLis-Kréften;
ist dann zusitzlich eine Vorzugsrichtung etwa in
Form eines Gradienten der Dichte oder der Tur-
bulenzintensitdt vorhanden, so zeigt sich als ein
Charakteristikum dieser ungeordneten turbulenten
Bewegung die Auszeichnung eines Schraubensinnes.
werden. Ein solches turbulentes Geschwindigkeitsfeld besitzt

Es konnte dort (I) gezeigt werden, dafl in einem  yeipe Spiegelsymmetrie mehr — ein Schraubensinn
turbulenten elektrisch leitenden fluiden Medium der g vor dem anderen ausgezeichnet — und die nicht-

Mittelwert des Kreuzproduktes b’ x § eine nichtver- spiegelungsinvariante Gl. (1) kann mit einem a0
schwindende Komponente parallel zum mittleren | .qiohen.

Magnetfeld § besitzen kann; dabei bezeichnet b’ In (I) wurde der Wert von a berechnet. Die zur
den turbulenten Anteil des Geschwindigkeitsfeldes b, Erméglichung der Durchrechnung eingefiihrten, die

also b'=b—. Hier sollen nun die Konsequenzen Allgemeinheit einschriankenden Voraussetzungen sind
untersucht werden, die sich aus dem Ansatz dort erlautert. Es ergab sich (I;47)

VxH=a (1)

fur rotierende Kugeln ergeben.

Der Leitgedanke ist dabei der folgende: In den
Himmelskorpern (Fixsterne, Planeten) wird in ge-
wissen fluiden Gebieten im allgemeinen eine unge-
ordnete Bewegung vorhanden sein; diese ist beson-
ders ausgepriagt in den Konvektionszonen der Fix-
sterne; aber auch im fliissigen Erdkern ist eine lang-
same derartige Bewegung in Form von Warmeschlie-

ren zu erwarten. Durch die Rotation steht diese Be- rot € = _%, rot&S:i_, div8=0 (3), (4),(5)

Die hier dargestellten Untersuchungen schlieen
unmittelbar an eine Arbeit an!, die von den Verfas-
sern in Zusammenarbeit mit K.-H. RApLer durchge-
fiihrt wurde. Diese soll im folgenden mit (I) zitiert

- ,%luoﬁ [T w-grad(logo Vv?). (2)

[« Permeabilitit; o Leitfdhigkeit; L Korrelations-
linge; T Korrelationszeit; « Winkelgeschwindig-
keit; o Dichte; ¥ Faktor der Grofenordnung 1 de-
finiert in (I;48)].

Eine einfache Betrachtung (I; S.370) legt nahe,
dal} die weiterhin fiir die mittleren Feldgrofen gel-
tenden MaxweLL-Gleichungen

1 M. SteenBeck, F. Kravse u. K.-H. RipLer, Z. Naturforschg. exganzl durch die dazugehorlgen Materlalglelchun-

21 a, 369 [1966]. gen
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1=0(C+udxP+ud"x9)
=o(C+uvxH+pad), (6)
B=pnH (7)
Losungen besitzen, die zeitlich nicht abklingen; eine
durch die Turbulenz bedingte Dynamowirkung
kompensiert dann die Onmschen Verluste.
Die GIn. (3), (4), (5), (6), (7) gestatten es, alle

gesuchten Feldgroflen durch § auszudriicken, wel-
ches selbst der Gleichung

3 _rot(®x H) +rotad+ /%UA@ (8)
geniigt.

Wir l6sen hier die Gl. (8) fiir eine rotierende
leitende Kugel vom Radius R mit einer ortsunab-
hangigen Leitfahigkeit 0. Es sei Zylindersymmetrie
in bezug auf die Rotationsachse vorhanden. Die Um-
gebung der Kugel wird als nichtleitend angenom-
men. Die Permeabilitit sei durchweg die des Va-
kuums, also = uy. — Die diskutierten Modelle sind
in Anlehnung an Beobachtungen ausgewihlt; es wer-
den allerdings Vereinfachungen zugunsten der Er-
moglichung einer strengen mathematischen Durch-
rechnung in Kauf genommen.

Sehen wir diese Vereinfachungen als tragbar an,
so konnen wir nach den hier vorliegenden Untersu-
chungen die Herkunft der uns bekannten stellaren
Magnetfelder, das sind das allgemeine Magnetfeld
der Sonne, das Magnetfeld der Erde und die Felder
der magnetischen Sterne, auf Grund einer einheit-
lichen Vorstellung erkléren.

Quantitativ sind exakte Aussagen schwer moglich,
da ein Teil der eingehenden Parameter und Funktio-
nen unbekannt sind. Die Rechnungen zeigen, daf3
die Anregungsbedingungen Geschwindigkeiten er-
fordern, die nicht grofler als die beobachteten, bzw.
aus anderen Griinden anzunehmenden sind. Das
wundert nicht, denn bekanntlich liegt fiir einen ma-
gnetohydrodynamischen Dynamo die Schwierigkeit
nicht in der Groflenordnung des Geschwindigkeits-
feldes, sondern in dessen komplizierter rdumlicher
Struktur.

Im folgenden wird nur noch von den gemittelten
FeldgroBen die Rede sein; wir verzichten daher von
nun an auf die besondere Kennzeichnung derselben
durch den dariibergesetzten Querstrich.

2. Bestimmungsgleichungen

Wir fiithren ein auf die Rotationsachse bezogenes
rdumliches Polarkoordinatensystem r, ¢, ¢ ein. Das

M. STEENBECK UND F.KRAUSE

Magnetfeld § wird in einen poloidalen Anteil
und einen toroidalen Anteil g, aufgespaltet, die
beide — auf Grund der Zylindersymmetrie — fiir
sich divergenzfrei sind. Wir setzen

Opor=Arotd, A=(0,0,4(r,9;t)), (9)
'g)tor=(0s0,H(r919; t)); (10)
A und H werden dimensionsgleich, falls 4 die Di-

mension einer Lange hat. Eine Fixierung von A4
wird spéter vorgenommen.
Die Rotationsbewegung wird durch das Feld

v=(0,0,r sin? w(r,9)) (11)

beschrieben; die Winkelgeschwindigkeit w (r,?) ist
als bekannte Ortsfunktion anzusehen. Wir gehen mit
dem Ansatz = Dyo1+ Dtor in die Gl. (8) ein. Es
folgt

9o ig)%ﬁ =10t () X Dpot) +Tota Hpol

Jt ——e
S e —_—— pol tor
pol tor

tor

+rota 55&0: + LY Agjpol + S A‘gtor
uo Huo

ey
pol —_— —_——
pol tor

Da unter der Voraussetzung der Zylindersymmetrie
die Rotation eines poloidalen Feldes toroidal und
die Rotation eines toroidalen poloidal ist, ergibt sich
eine Aufspaltung in zwei Vektorgleichungen, wie sie
oben angedeutet ist. Bei dem poloidalen Anteil

3 1

Ol —rota Bt S AB  (12)
konnen wir mittels (9) zu einer integrierten Form
iibergehen. Es ergeben sich dann die beiden Glei-
chungen

A _ a 1 .
3 —Z@tor +;tT’ Aa[? (13)

iﬁgz*i =10t (D X Hpot) + rota Hpor +;15A.S§>to, . (14)

In GIl. (13) ist zunédchst noch ein von der Integra-
tion herrithrender Gradient frei, der jedoch nur eine
@-Komponente besitzt und quellenfrei ist. Als sol-
cher kommt nur ein Feld vom Typ des Magnetfeldes
eines langs der Rotationsachse flieBenden Stromes
in Frage. Da wir Singularititen auf der Achse aus-
schlieen, tritt dieser Gradient nicht auf.

(13) und (14) sind die beiden Bestimmungsglei-

chungen fiir die gesuchten Funktionen H(r,?;t)
und A(r,%;1).
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Sie sind durch Randbedingungen zu erginzen.
Da wir im AuBlenraum keine Leitfahigkeit haben,
konnen keine Strome austreten, d. h. es ist

(rot),=0 fir r=R.

Hieraus folgt das Verschwinden des toroidalen Fel-
des auf der Kugeloberflache, also
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H(R,9;1) =0 (15)

Die zweite Randbedingung bringt zum Ausdruck,
daf} sich das Magnetfeld in der Kugel stetig an ein
Gradientenfeld im AuBeren anschlieBt. Diese Bedin-
gung wird spater formuliert.

Abschlieflend sei die explizite Form der Gln. (13)
und (14) angegeben.

. 34 _ a 1 la’rA 193 SA4sind)|
Eagilt _ST—AH+yo{r T3 0( nd o9 )l’ (16)
oH dw 1 %w 19
—aT—rsm'ﬁ {H'F +H.s-»r~-—a;9-} l—a—(raH.s)—-*(aH,)} a7
1 (13H 1 3 (1 03Hsind\|,
Tadle 8%+ Fﬁ(sina "'ar)]’
- A Q3Asind __Az3r4
dabei ist nach (9) H,= a1 Hs = = (18)
3. Stationires Magnetfeld. Starre Rotation d”h + & 2dhy 2R
z dz 22 (25)
Da sowohl 4 wie auch H fiir =0 und d== _C [li(ﬂ d(za,l) _5B8a) _g
verschwinden, bietet sich fiir die Losung der Gln. z dz zp 2% | ’
(16) und (17) eine !Entwmklung r.1ad1 sin(n?) an?2: C=poRay2. (26)
A(r,?) =a,(z) sin?+ay(z) sin2d+... (19)
H(r,®) = hy(z) sin® -+ hy(z) sin20+...; (20) Es ist bemerkenswert, daf3 dieses System von vier

z bezeichnet die normierte Linge z=r/R, A wird
gleich R gesetzt. Unter der Voraussetzung eines ku-
gelsymmetrischen Aufbaues des Sternes folgt aus
Gl. (2)

a=ayf(x) cos?, (21)

dabei ist f(x) dimensionslos und vom Maximal-
wert 1; a ist eine Konstante.

Wir gehen mit den Ansitzen (19), (20) und (21)
in die Gln. (16) und (17) ein. Im Sinne einer Ap-
proximation streichen wir hier die Glieder, die mit
hoheren Harmonischen behaftet sind. Dann erhalten
wir die vier Gleichungen

Fo 2420 gy o 22)

d*hy | 2 dhy Gk

P e (23)
o [LL )] <o

d’a, +1dﬂ_ﬂa+cﬂh1_ (24)

dzz

2 Dem Problem angemessener ist eine Entwicklung nach den
zugeordneten Kugelfunktionen Py!; jedoch sind sin ¢ bzw.
sin 2 & proportional zu P;! bzw. P,!, so da8 in der hier be-
handelten Niherung noch kein Nachteil entsteht.

Gleichungen fiir vier Funktionen in zwei Systeme
von je zwei Gleichungen fiir je zwei Funktionen zer-
fallt. Die erste Harmonische des poloidalen Feldes
— sie beschreibt ein Feld vom Typ eines Dipols —
ist mit der zweiten Harmonischen des toroidalen
Feldes gekoppelt, welche ein Feld, bestehend aus
zwei entgegengesetzt orientierten Giirteln in den
beiden Hemisphiren beschreibt (Abb. 1). Die zweite
Harmonische des poloidalen Feldes — sie beschreibt
ein Feld vom Typ eines Quadrupols — ist mit der
ersten Harmonischen des toroidalen Feldes gekop-
pelt, die ein Feld, bestehend aus einem Giirtel in der
Umgebung der Aquatorebene, beschreibt (Abb. 2).

Beide Feldtypen konnen also unabhingig von-
einander auftreten. Bei der Realisierung wird jedoch
dem Feld der Vorzug gegeben werden, das die
schwichere Anregungsbedingung, d. h. den betrags-
maBig kleineren Eigenwert C besitzt.

Die Randbedingungen lauten einmal nach (15)
hy(1) =hy(1) = (27)

Zur Formulierung der zweiten Randbedingung den-
ken wir uns das (rein poloidale) Magnetfeld im
AuBeren durch ein Potential U dargestellt:

H=gradU, r=R. (28)
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U geniigt der Lapraceschen Gleichung und besitzt
demzufolge die Form

U(r,9) = % + % Py (cos 9) + 2 Py(cos ) + ...

(% b b by (29)
(r +4r3)+ cosﬁ«}—ﬁr3 cos 29+ .

dabei sind b, b, , b, Konstanten und P,(cos ¥) die
Lecenpreschen Polynome.

Berechnen wir nun H, und Hs auf der Kugel-
oberfliche einmal aus (28) und (29) und zum an-
deren aus (18) und (19) und fordern wir die
Gleichheit, so ergeben sich die Randbedingungen zu

a’ (1) +2a,(1) =0 (30)

ay’ (1) +3ay(1) =0 (31)

Wir losen die Gln. (22) bis (25) mit den Rand-
bedingungen (27), (30), (31) durch einen Potenz-

reihenansatz unter der Voraussetzung
Blz) =1,

deren physikalische Bedeutung spéter erldutert wird.
Fiir das Dipolfeld ergibt sich

(32)

Cal(x) =a§ (—

1)" afldy (Cz)2nH1

n=0
+b2 (1" ah) (C2)®; (33)
hy(z) =a Zo( ~1)"05)1 (Cx)2n*?
#b3 (~1)™1OR €2 (34)
@ _ P _ @ n*+5n+2 (@)
61 =6:"=1, 65is (n®+5n) (BP+5n+4) "’
(35)
pogter. o

a und b sind zunichst willkiirliche Konstanten. Die
Randbedingungen (27) und (30) fithren auf ein
homogenes lineares System fiir @ und b, welches un-
ter der Bedingung

o m—1

Zl Z( 1)m+102'" {2(m—n+1) @(2‘;3+1f12(m n)
m=1n=
—(2n+3) a10:8-m}=0 (37)

eine nichttriviale Losung besitzt. Als betragsmafig
kleinste Eigenwerte erhalten wir aus (37)

Cipoi— T A3 . (38)
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Fiir das Quadrupolfeld ergibt sich

Cay(z) =a> (—1)"*al),; (Cz)2n+!
n=0

+b2 (=11 (Cx)2" (39)
n=1
hi(z) =a vo( = 1) B4 (C )
=
+bY (-1)"M1 08 (Cx)?; (40)
n=1
M) _ @ — ( n*+5n+1 1.
61 =6 =1, 651 T (' +5n+4) P +5m) "
(41)
ap = mHn=2 g (42)

n*4+n—>5

Fir ¢ und b gilt das beim Dipolfeld gesagte. Die
Eigenwertgleichung aus den Randbedingungen (27)
und (31) lautet hier

oo m—1

2 2 0=

m=1 n=0

1)m+1 CZ’”{(2 m—2 n+3) @(zln)_).l Clo(m n)
e

2(m— n)} 0. (43)
Als betragsmiflig kleinste Eigenwerte ergeben sich
CQuadrupol= i4‘,81 "

—(2n+4) a(2%3+1

Die Existenz dieser Eigenwerte zeigt, da} in einer
im Mittel starr rotierenden Kugel durch den a-Effekt
der selbsterregte Aufbau eines Magnetfeldes moglich
ist. Die schwachste Anregungsbedingung weist dabei
ein Feldtyp auf, der sich auflerhalb der Kugel als
Dipolfeld fortsetzt. Im Inneren ist dieses Feld be-
gleitet von zwei toroidalen Giirteln mit entgegenge-
setzten Orientierungen.

4. Anwendungen auf das Magnetfeld der Erde ®

Genaue Analysen der seismographischen Beob-
achtungen zeigen, daf} die Erde einen Kern besitzt,
in dem keine Transversalwellen mehr existieren.
Dieser Kern muf} also in einem fliissigen oder gas-
formigen, jedenfalls in einem nichtfesten Zustand
sein. Sein Radius wird mit rund 3500 km und die
Leitfahigkeit ¢ mit 3-10° 27! m~! angegeben.

3 Die Angaben iiber den physikalischen Zustand der Materie
des Erdkernes sind dem Artikel von O. Lucks, ,Uber den
physikalischen Zustand der Materie im Erdinneren und
den Ursprung des geomagnetischen Hauptfeldes®“, erschie-
nen in ,,Geomagnetismus und Aeronomie*, Bd. III, VEB
Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1959, entnom-
men.
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Im Erdkern ist eine konvektive Bewegung vor-
handen. Sie wird durch ortliche Schwankungen der
Erwdarmung der Materie aufrechterhalten. Auf die
Existenz kann aus den Variationen der Tageslange
geschlossen werden. Abschatzungen der GroBenord-
nung der Konvektionsgeschwindigkeiten fithren auf
v =1 cm/s bis hochstens 10 cm/s. Als Korrelations-
zeit werden etwa 3 Stunden, d.h. also T=10%s,
und als Korrelationslange 100 m bis 1km angege-
ben.

AuBler der Wirkung der sicher vorhandenen
Corrouis-Krifte ist fiir ein a0 noch ein Gradient
gen Kompressibilitit der Materie im Erdkern ist
eine Dichtedanderung nur schwach ausgeprégt (unge-
fihr 10%) ; jedoch muB eine Anderung der Turbu-
lenzintensitat in der Weise vorhanden sein, daf} sie
im Zentrum wegen des fehlenden Temperaturgra-
dienten und am Rande des Erdkernes wegen der
sich erhéhenden Viskositdat verschwindet. Wir ver-
gleichen nun die Angaben iiber den Erdkern mit
dem im vorangehenden Abschnitt behandelten Mo-
dell. Die Dynamowirkung rithrt dort von dem qua-
dratischen a-Effekt her, sie ist also insbesondere un-
abhingig vom Vorzeichen des Faktors a. Deshalb
diirften sich auf Grund der Annahme (32)
besagt, dal wir einen linearen Anstieg bzw. Abfall
fiir v? gemiB

— sie

(45)

voraussetzen — quantitativ nicht sehr stark abge-
anderte Eigenwerte ergeben gegeniiber dem Fall, wo
»? bis zu einem Maximalwert ansteigt und dann
wieder auf Null zuriickgeht.

Fiir den Eigenwert C folgt aus (2), (26) und (45)
C=3u2c® 2w T vl,. (46)

o ey 2
=03z, bzw. 2=v3a (1—2)

Setzen wir nun u =, und (im Einklang mit den
vorangestellten Angaben) L = 103 m, vy, = 1072
m/s, so ergibt sich

C=5.

Die Ubereinstimmung mit dem Wert (38) ist iiber-
raschend gut; jedoch ist zu beachten, daf} die An-
gaben iber L und vy, jede mit Ungenauigkeiten
bis zu einem Faktor 10 behaftet sind. Da beide Gro-
Ben quadratisch in den Ausdruck fiir C eingehen,
ist auf Grund unserer heutigen Kenntnisse iiber den
physikalischen Zustand des Erdkernes nur ein Inter-
vall fiir C angebbar, das vier Gro8enordnungen um-
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faBt, namlich
510725 C £ 5°10%.

Der Eigenwert aus dem Modell des vorigen Ab-
schnittes liegt also genau in der geometrischen Mitte
dieses Intervalles.

Zusammenfassend konnen wir sagen, dal auf der
Grundlage der hier entwickelten Vorstellungen das
Magnetfeld der Erde erklart werden kann. Aus-
gehend von einem aus irgendwelchen Griinden vor-
handenen Anfangsfeld ist durch die durch den a-
Effekt bedingte Dynamowirkung dasjenige Magnet-
feld aufgebaut worden, das die schwachere Anre-
gungsbedingung besitzt, also das Feld vom Typ eines
Dipoles. Weder qualitativ noch quantitativ bestehen
nach den heutigen Kenntnissen iiber den Zustand
des Erdkernes Widerspriiche. Es ist zu erwarten,
daB die hier vorgetragene Theorie sogar einmal
genauere Auskiinfte iber die Beschaffenheit des Erd-
inneren wird liefern konnen als die bisherigen Wege.

DaB wir ein Feld mit einer zur Drehachse paral-
lelen Achse bekommen, ist auf unsere Voraussetzung
der Rotationssymmetrie zuriickzufiihren. Wir miis-
sen annehmen, daf} eine mit der tédglichen Umdre-
hung der Erde mitumlaufende Storung der Rota-
tionssymmetrie, deren Natur noch néher zu ergriin-
den wire, fiir die Neigung der Achse des Erdfeldes
gegen die Rotationsachse verantwortlich zu machen

Abb. 1. Feld vom Typ eines Dipols fiir die im Mittel starr
rotierende Kugel.

Feldlinien des poloidalen Anteiles,

— — — Linien konstanter Feldstdrke des toroidalen Anteiles.
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ist. Auch Richtungsinderungen des Magnetfeldes
wiren dann als Folge tektonischer Verdnderungen
verstdndlich.

In Abb.1 ist das durch (19), (20), (33) bis
(38) definierte Feld dargestellt. Die durchgezogenen
Linien stellen die Feldlinien des poloidalen Feldes
dar. Die gestrichelten Linien sind die Linien kon-
stanter Feldstiarke des toroidalen Feldes, das bei der
Erde in der Nordhalbkugel von Ost nach West und
in der Siidhalbkugel von West nach Ost weist.

5. Stationdres Magnetfeld. Nichtstarre Rotation

Bei zur Aquatorebene symmetrischen Verhiltnis-
sen laflt sich die Winkelgeschwindigkeit in eine
Reihe nach cos(2 n#) entwickeln

w(r,?) =wy(r) +w,(r) cos2P+... . (47)

Wir nehmen an, daB3 der durch die differentielle
Rotation bewirkte Aufbau des toroidalen Feldes do-
miniert und streichen in Gl. (17) das vom a-Effekt
herriithrende Glied.

Wir gehen nun mit den Ansétzen (19), (20) fiir
die Funktionen 4 und H und (47) fiir w in die Gln.
(16) und (17) ein. Von der Entwicklung (47) be-
nutzen wir hier allerdings nur das erste Glied, also
o (r,¥) = wg, und setzen w, = const.

Diese Annahme ist mit den GesetzmaBigkeiten
der Bewegungsvorgénge in einem Fixstern nicht ver-
einbar. Da es uns jedoch darauf ankommt, die in
den Gleichungen steckenden prinzipiellen Maglich-
keiten fiir eine Dynamowirkung aufzuzeigen, fiihren
wir die Rechnungen aus Griinden der mathemati-
schen Einfachheit mit dem angegebenen Ansatz
durch.

Wir erhalten fiir die gesuchten Funktionen g, (z),
ay(z), hy(x), hy(xz) wiederum zwei Systeme von
zwei Gleichungen mit den Paarungen a;, h, und
ay, hy. Diese beiden Systeme sind hier auBlerdem
identisch:

Sind #(x) und {(x) zwei Funktionen, die den
Gleichungen

d3y

2 d7__L7A ( (:_.—
2+,,> +Cy 0, (48)
dz 2 df 2¢{ =}
— _¥_1,+C217_0’ (4.9)

4 Eine langsame, iiber die Pole hinwegziehende systemati-
sche Stromung konnte z. B. aus der gezeitenbedingten
dquatorparallelen Umlaufstromung durch schrig liegende
Profile an der Innenseite zur festen Erdkruste erzeugt wer-

M. STEENBECK UND F.KRAUSE

geniigen, so ist fiir den Fall des Dipolfeldes
ay(z) ={(2), he(z) =7 (), (50)
C, =poR3w,, Cy =10 Ray/2 (51)
und fiir den Fall des Quadrupolfeldes
ag(z) =7(2), hy(z) ={(z), (51)
C,=poRay2, Co=—puoRPwy/2. (52)
Das Gleichungssystem (48), (49) besitzt die allge-

meine Losung
S (G Cynatn

1(2) =6102* 2 G s antn)]

(53)
(C Cy)nzin

+6362° 3 4 e it a) T

n=0

- 4 S (An+4) (€, Cynatn
{(z) = -al0Cyx nZO (4 n+6)! (54)

(4n+1) (C;C)n—1zin

n=0

Die Randbedingungen (27) und (30) fithren fiir
den Fall des Dipoles auf die Eigenwertgleichung

S B AEE3 g9k k_
Es ergibt sich fiir die kleinste Wurzel
C;C5=326,0. (56)

Das positive Vorzeichen des Produktes C; C, bedingt
nach (50) ein positives Vorzeichen von ayw,’.

Fir das Quadrupolfeld ergibt sich aus (27) und
(31) die Eigenwertgleichung

S (_ 11kt 2HHUC, CYE
kgo( 1) @htd)! =0. (57)
Es folgt als kleinster Eigenwert
Cl C2 = 500,5 . (58)

Aus (52) ist ersichtlich, daB wir hier ayw, <0
haben. Die Entscheidung, ob ein Dipolfeld oder ein
Quadrupolfeld aufgebaut wird, hiangt hier also we-
niger von der betragsmiBigen Grofle der Eigenwerte
als vom Vorzeichen des Produktes ayw, ab.

den. Eine Stromungsgeschwindigkeit von der Grofenord-
nung 40 000 km/10% a =~ 1 um/s wiirde die beobachtete
Deklination erklaren.
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6. Anwendungen auf magnetische Sterne

Es ist zu erwarten, dal Fixsterne im allgemeinen
nichtstarr rotieren. Die Ergebnisse des Abschnittes 5
lassen also Schliisse auf die Magnetfelder zu, die
von Fixsternen aufgebaut werden. Entscheidend fiir
die Beantwortung der Frage, welcher Feldtyp ent-
steht — Dipol oder Quadrupol —, ist das Vorzei-
chen des Produktes ayw,’. Aus (2) und (21) folgt

’ 8 ) dw? (1 d 1 )
syag=— fuet T E (- E+rT)
(60)

Das Vorzeichen dieses Produktes wird durch die
letzten beiden Faktoren bestimmt.

Fir den ortlichen Verlauf der Winkelgeschwin-
digkeit in einem Fixstern sind im wesentlichen zwei
Einfliisse mallgebend: Die Zihigkeit, die bei isotro-
pen Verhiltnissen auf einen Ausgleich der Winkel-
geschwindigkeit, d. h. auf starre Rotation hinwirkt,
und grofrdaumige Zirkulationen. Letztere sorgen fiir
einen Ausgleich des Drehimpulses und wirken in
Richtung auf eine Proportionalitit der Winkelge-
schwindigkeit zum reziproken Quadrat des Abstan-
des von der Rotationsachse. Wir miissen beide Ein-
fliisse berticksichtigen, haben also mit einm zwischen
diesen Grenzfillen liegenden Rotationsgesetz zu
rechnen; auf jeden Fall ist dann dw?/dr<0.

Auch fiir den zweiten Faktor ist eine Entschei-
dung jedenfalls fiir den iiberwiegenden Teil des
Sternvolumens moglich: Im allgemeinen gilt

1do , 1 d® _g.

<@ Tagar <0 (61)
die starken Gravitationskrifte, die im Sterninneren
mit Ausnahme der zentralen Gebiete vorliegen, sor-
gen fiir einen derartig hohen Dichtegradienten, dal
dieser das Vorzeichen bestimmt.

Sehen wir (61) als erfiillt an, so folgt aus (60),
daB das Produkt a,w, negativ ist. Unsere Rech-
nungen zeigen also, dal im stationdren Fall bei
nichtstarrer Rotation ein Quadrupolfeld aufgebaut
wird.

Diese Folgerung aus unseren Untersuchungen,
daf also Fixsterne als stationiare Magnetfelder sol-
che vom Quadrupol-Typ aufbauen, wird durch ge-
wisse Beobachtungsergebnisse gestiitzt 5. Insbeson-
dere laBt das spektroskopisch beobachtete unter-

5 R. Steinirz, Stellar and Solar Magnetic Fields, herausgeg.
von R. Lust, North-Holland Publishing Co., Amsterdam
1965, S. 117.

1291

schiedliche Verhalten der beiden Magnetpole auf
Unterschiede in ihrer geometrischen Konfiguration
schlieBen. Diese sind bei einem Dipol nicht vorhan-
den, wohl aber bei einem Quadrupol.

Bedingt durch die grofen Dimensionen (R =105
bis 107 km) und die gute Leitfahigkeit seiner Ma-
terie (6 = 106—107 271! m™1!) ist fiir einen Fix-
stern die Felderhaltung durch auflerordentlich kleine
Geschwindigkeiten moglich. Auch bei sehr vorsichti-
gen Annahmen ergeben sich aus den Anregungsbe-
dingungen (53), (59) und (60) Turbulenzgeschwin-
digkeiten, die weit unter 1 cm/s liegen.

Die Induktionswirkung der differentiellen Rota-
tion fithrt zum Aufbau eines toroidalen Magnetfeld-
giirtels in Aquatornihe (Abb.2). Da am Aquator
die ¥-Abhingigkeit der Winkelgeschwindigkeit durch
Null geht, erscheint daher gerade fiir ein Quadrupol-
feld die in unserer Rechnung durchgefiihrte Ver-
nachldssigung am besten gerechtfertigt.

Aus (52), (53) und (55) ist zu entnehmen, daf
die Feldstiarke des toroidalen Feldes um den Faktor
C, grofler ist als die des poloidalen Feldes. Nun gilt

Co=—3poRwy) =} (ko R?) (—Rwy) Z10%;
(62)

denn die Zeitkonstante x o R? eines in einem Fix-
stern befindlichen Magnetfeldes liegt mindestens in
der GroBenordnung 101 a, und fiir die totale An-
derung der Winkelgeschwindigkeit — R w, ist der
Wert von 1 a~! sicher nicht zu hoch gegriffen.

Spektroskopische Untersuchungen magnetischer
Sterne zeigen, daf} die Feldstirke des poloidalen
Feldes bis zu einigen 10* Oersterdt betragen kann.
Die dann nach (62) fiir das toroidale Feld zu for-
dernde Feldstirke von 10'* Qerstedt kann aber in
einem Stern nicht realisiert werden.

Es gibt mehrere Ursachen, die einer Ausbildung
eines so starken Feldes entgegenstehen:

Erstens sind die Sterne zu jung, als da} sich der
stationdre Zustand bereits ausgebildet haben konnte.
Zweitens schwicht die Riickwirkung des Magnetfeldes
auf die Materie gerade die induktionswirksamen Be-
wegungen und fithrt daher mit zunehmender Feld-
stirke zu einer Annaherung an die starre Rotation.
Drittens wird als Folge des magnetischen Druckes
magnetfeldfiihrende Materie an die Oberfliche ge-
trieben, wo der Feldabbau mit wesentlich kleineren
Zeitkonstanten vor sich geht.

Gerade dieser letzte Umstand bewirkt, daB das
Feld nicht iiber den maximal von einem Stern trag-
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baren Wert von etwa 108 Oerstedt ansteigen kann 6,
laBt aber erwarten, daf3 Felder von annahernd die-
ser Grofle tatsachlich auftreten. Ein Magnetfeldgiir-
tel von solch hoher Feldstirke wird dann aber ent-
scheidenden Einflul auf den Sternaufbau und die
Verteilung der Elemente haben.

In Abb. 2 ist das Quadrupolfeld definiert durch
(19), (20), (52), ... (55), (58), (59) dargestellt.

Abb. 2. Feld vom Typ eines Quadrupols fiir die im Mittel
nichtstarr rotierende Kugel.

Feldlinien des poloidalen Anteiles,

— — — Linien konstanter Feldstdrke des toroidalen Anteiles.

7. Zeitlich periodisches Feld

Wir setzen voraus, da} die fir ein zeitlich peri-
odisches Magnetfeld charakteristische Liange ¢, die
Skintiefe definiert durch

=2/(uoQ),

klein ist im Vergleich zum Kugelradius R; £ be-
zeichnet hierbei die Frequenz des Magnetfeldes. Das
Feld ist also nur in einer dufleren Schale der Dicke ¢
merklich von Null verschieden.

Unserem Modell liegen die folgenden Vorstellun-
gen zugrunde (Abb. 3): Das Magnetfeld tritt im
wesentlichen in den polaren Zonen aus der Kugel
aus; in mittleren Breiten und am Aquator verlaufen
die Feldlinien nahezu parallel zur Oberfliche. Dort
ist H,~0.

(63)

6 S. CuaxprasekHAR u. E. Fermi, Astrophys. J. 118, 116
[1953].
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&

Abb. 3. Zur Einfiihrung des Koordinatensystems fiir die Be-
handlung des zeitlich periodischen Feldes.

Wir fassen einen Punkt in mittleren Breiten ¢ =¥,
auf einer Halbkugel ins Auge und fiihren dort ein
kartesisches Koordinatensystem (z,y,z) ein, wobei
x=R—r ist, y in @-Richtung und z in J-Richtung
weist. Nehmen wir nun das Magnetfeld als von ¢
unabhéngig an, und vernachldssigen wir Glieder von
der GroBlenordnung O/R, so erhalten wir aus (16)
und (17) die Gleichungen fiir einen eben begrenz-
ten Halbraum

3H,

P i _}d a2Hy .
h —w'@) Ho— 5 (aH)+ S (64)
8H, 3 1 @@_
a s CEA et (69
dabei ist

B Y
H,=H, H.—=A%%, o*=sind, (aa) (66)

gesetzt. Zur weiteren Vereinfachung nehmen wir
wieder an, dafl das wesentliche Koppelungsglied in
Gl. (64) das von der differentiellen Rotation her-
rithrende ist. Es sei also

ow* > a. (67)

Wir weisen nun die Existenz von periodischen Lé-
sungen H,, H, der Gln. (64) und (65) nach, die
fiir t=0 und x— + o« verschwinden. Mit dem An-

satz
Hy — eiQt—kz f(x) H — eiQt—kz (Z) ,

=(1+0)/8=ViuoQ

(68)
(69)
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erhalten wir aus (64) und (65)
' —2kf = —pootg,
g —2kg = —uoe(ae*2f)’,

(70)
(71)

Betrachten wir die rechte Seite jeder Gleichung als
Inhomogenitit, so konnen wir zu einer Integralform
iibergehen. Mit der Forderung endlicher Werte von
fund g im Unendlichen ergibt sich

f(z)=poa(2) g(x)

L uoeke for (§) g(§) e ks (72)
g (x) = —poa(z) f(z)
+poke*e [a(E) f(€) e 2R dE.  (73)

Die weiteren Rechnungen fithren wir unter der An-
nahme durch, daf3 der a-Effekt nur in einer diinnen

Schicht an der Oberflache vorhanden ist. Wir setzen
—z/d (74)

a=o0ge

und nehmen an, dafl d klein ist im Vergleich zur
Skintiefe,
d<9; (75)

demzufolge wird
a(z) f(x) =age~ %z {(0),
da f(0) =0. Zunéchst folgt aus Gl. (73)

(76)

gx) = "7 {— [a(8) J(6)
L k7 [a(8) f(&) e2RedE

~ Fa(® &) e2reag
und daraus mit (74) und (75)
g(z) =uoayd®f(0) [e‘“/d (% +1) =] } (77)

Setzen wir dieses g(z) in (72) ein, so ist die Be-
rechnung von f'(z) méglich. Fiir z=0 ergibt sich
nach Division durch f(0)F0 die Bedingung fiir
die Selbsterhaltung des Feldes.

Es ist dies die notwendige und hinreichende Be-
dingung dafiir, da} eine nichttriviale Losung H,, H,
des Gleichungssystems (64), (65) existiert, die fur
=0 und z— + ~ verschwindet.

Den iibersichtlichsten Ausdruck erhalten wir,
wenn wir unter der Voraussetzung (75) das mit

exp(—x/d) behaftete Glied in (77) gegeniiber 1
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vernachlédssigen; dann folgt
1+u202d?ay [ w*(x) e 252dz=0. (78)
0

Die Erfilllung dieser Gleichung in Real- und Imagi-
nérteil bei bekanntem ®*(z) liefert zwei Bedingun-
gen, durch die die erforderliche GroéBe der Induk-
tionseffekte in Form des Produktes aw* und die
Frequenz £ des Wechselfeldes festgelegt werden.
Wir gehen hier zur Vereinfachung den umgekehrten
Weg und bestimmen Funktionen w*(z) als Losun-
gen von (78).

Mit der Diracschen J-Funktion bekommen wir
die Losung

_ " d(z—wd)2).

0 (@) = (79)

Wir konnen hieraus entnehmen, wie der Verlauf
entsprechender eigentlicher Funktionen aussieht, die
der Bedingung (78) geniigen (Abb.4): w*(z)
nimmt mit der Tiefe bis in die Umgebung von 7 6/2
zu, wo sich ein ausgepragtes Maximum befindet.
Das Produkt von a und w*® ist positiv.

G

/ 2

!

)

Abb. 4. Prinzipieller Verlauf einer Losung der Anregungs-
bedingung (78).

Eine andere Losung ist

0 fir z<37d/8,
w*(z) = — (80)
2Y2 34 .
rrrrr i L

fir die das Produkt von a und w* ebenfalls positiv
ist. Als gemeinsames Merkmal zeigen die angegebe-
nen Losungen einen starken Anstieg vor dem Argu-
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mentwert 7t0/2. Andererseits ist zu sehen, daB
die Losungen in groBerer Tiefe auf kein typisches
Verhalten festgelegt sind 7. Das erklért sich daraus,
daf} dort die elektromagnetischen Felder praktisch
nicht mehr vorhanden sind.

Das Vorzeichen des Produktes a m* 1dB3t eine ein-
fache Interpretation zu. Nach (2) und (66) gilt, da

75 .
0 und v"% nur von r abhéngen,

aw‘:-‘i—f;to;’éL"’T

b
(ldo | 1 G2\ (30 ; (81)
(gﬁ dr ' 277 _dr_) ( 39 >0=o. B2 Uy

Entsprechend den Darlegungen im vorigen Abschnitt

sehen wir in dem Ausdruck in der Klammer die

Dichte als die das Vorzeichen bestimmende Grofle

an; dieser Faktor hat also ein negatives Vorzeichen.
Das Produkt der letzten beiden Faktoren

sin 29, (dw?/39)

zeigt bei positivem Vorzeichen eine Zunahme des
Betrages der Winkelgeschwindigkeit bei Annéherung
an die Aquatorebene an, bei negativem Vorzeichen
eine Abnahme.

An Hand dieser Betrachtungen ist aus (81) zu
entnehmen, daf} einem positiven Produkt von a und
w* eine differentielle Rotation entspricht, bei der
die Aquatorzonen schneller rotieren als die polaren
Zonen.

8. Anwendungen auf das allgemeine Magnetfeld
der Sonne

Qualitativ entsprechen der Ansatz und die Ergeb-
nisse des vorangehenden Abschnittes den Verhilt-
nissen auf der Sonne.

Die Sonne besitzt ein allgemeines Magnetfeld, das
mit einer Periode von etwa 22 Jahren schwingt.
Dieser Periode entspricht ein £2 von

0=027a1=8,7"10"9s71, (82)
Der poloidale Anteil des periodisch schwingenden
allgemeinen Magnetfeldes der Sonne tritt nach aufen
als Dipolfeld in Erscheinung, das seinen Nulldurch-

gang wihrend eines Aktivititsmaximums hat. Zu

7 So ist z. B. (78) auch mit einem zu z® proportionalen w*
zu erfiillen.

8 Die Angaben iiber den physikalischen Zustand der Konvek-
tionszone der Sonne sind entnommen aus A. UnsoLp, Phy-
sik der Sternatmosphiren, Springer-Verlag, Berlin-Gottin-
gen-Heidelberg 1955.

M. STEENBECK UND F.KRAUSE

diesem Zeitpunkt besteht der toroidale Anteil aus
zwei in mittleren Breiten der beiden Hemisphiren
liegenden Giirteln mit zueinander entgegengesetzten
Orientierungen. Diese Giirtel werden sichtbar in den
Sonnenfleckenpaaren mit ihren charakteristischen
Polarititsverteilungen.

Auf der Sonne beobachten wir eine uneinheitliche
Rotation in dem Sinne, daf} die dquatornahen Zonen
schneller umlaufen als die polnahen. Die Beobach-
tungen liefern als Winkelgeschwindigkeit 8

o (R,9) = (0,265 —0,026-cos 29) 10~5s~1, (83)

Daraus errechnet sich der maximale Wert von w* an

der Oberfliche nach (66) zu

Wmax=0,16-10"8 571 fiir 9y~55°.  (84)

Die Induktionswirkung dieser differentiellen Rota-
tion fiihrt zum Aufbau zweier toroidaler Magnetfeld-
giirtel — auf deren Vorhandensein im Aktivitits-
maximum geschlossen werden mufl —, falls im
Minimum ein Dipolfeld vorhanden war. Das ent-
spricht dem Aufbau des H, aus dem H, in Gl. (64).
Cowrine konnte bereits 1953 zeigen®, daBl diese
Vorstellung zu qualitativ und quantitativ befriedi-
genden Resultaten fiihrt.

Der fiir den Aufbau des poloidalen Feldes aus
dem toroidalen Felde verantwortliche Mechanismus,
also die fiir eine Dynamowirkung notwendige Riick-
kopplung, konnte bisher noch nicht in zwingender
Weise nachgewiesen werden. Nach den hier dar-
gelegten Untersuchungen wird er durch den in der
Konvektionszone der Sonne sicher vorhandenen a-
Effekt geliefert, wie aus Gl. (65) zu entnehmen ist.

Die Losungen (79) und (80) der Bedingung
(78) zeigen, daf fiir einen solchen Dynamomecha-
nismus besondere Anforderungen zu erfiillen sind:
Die Wirkung der differentiellen Rotation — repra-
sentiert durch die Grofle w* — und die Wirkung
des a-Effektes miissen liberwiegend an ortlich ge-
trennten Stellen in Erscheinung treten. Dadurch wird
die Schwiachung eines vorhandenen Feldanteiles
durch den mit entgegengesetztem Vorzeichen sich
aufbauenden neuen Feldanteil erst mit einer lauf-
zeitbedingten Phasenverschiebung wirksam, und da-
mit ist dann die Generatorwirkung méglich.

9 T. G. Cowring, The Sun, ed. G. P. Kureer, University ot
Chicago Press, Chicago 1953, S. 575; siehe weiterhin M.
SteenBECK, Beitrige aus der Plasmaphysik 1,153 [1960/61],
B. W. Bascock, Astrophys. J. 133, 572 [1960].
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Als Ursache fiir die differentielle Rotation sind
meridionale Stromungen in der Sonne anzusehen 0.
Danach muf} eine Zunahme von ®* mit der Tiefe
vorhanden sein. Jedoch ist ein so starkes Anwach-
sen, wie es die Bedingung (78) erfordert, nur dann
zu erwarten, wenn die Viskositit dabei sehr stark
abnimmt. In der Konvektionszone der Sonne und
besonders in den oberen Schichten ist die turbulente
Viskositat maBgebend, wihrend nach unten zu mit
abnehmender Turbulenz in immer stirkerem MaBe
die wesentlich kleinere molekulare Viskositdt zu-
stindig ist. Aus diesem Grunde ist es nicht unplau-
sibel, in den unteren Schichten der Konvektionszone
mit betrachtlich erhohtem w* zu rechnen.

Diese Ausfithrungen sollen jedoch nicht iiber den
vorlaufigen Charakter des hier behandelten Modells
hinwegtduschen. Der Wert ist darin zu sehen, daf3
unter plausiblen Voraussetzungen ein Dynamomecha-
nismus fiir ein alternierendes Feld nachgewiesen ist.
Es ist unschwer nachzupriifen, daf} ein solcher Dy-
namo fir von z unabhéngige Funktionen a und w*
nicht existiert. Eine numerische Behandlung von
Modellen, in denen erstens die sphérische Geometrie
und zweitens unterschiedliche funktionale Abhéngig-
keiten fiir die Funktionen a(z), w*(z) und o(z)
beriicksichtigt werden, wird Auskunft dariiber geben
konnen, in welchen Grenzen eine Selbsterhaltung
alternierender Felder moglich ist und welche weite-
ren Einzelheiten der Beobachtungen sich dann noch
deuten lassen.

Abschliefend wollen wir die fiir eine Aufrecht-
erhaltung des Feldes notwendige mittlere Turbulenz-
geschwindigkeit abschatzen.

Das in (78) auftretende Produkt w ¢ rithrt von
den fiir die mittleren FeldgroBen geltenden Glei-
chungen her, ist somit als verschieden von dem Pro-
dukt o fiir die lokalen FeldgroBen anzusehen (I,
S. 369). Die Beobachtungen der magnetischen Er-
scheinungen auf der Sonne lassen Schliisse auf die
Grofle des magnetischen Diffusionskoeffizienten
(1/u 0) ¢ fir die mittleren Felder, also fiir die glo-
balen Verhaltnisse zu. Wir konnen auf diesen Wert
aus der Skintiefe des allgemeinen Magnetfeldes und
aus der Lebensdauer der Sonnenflecken schliefen.

Aus der GroBe von Sonnenflecken — es werden
Durchmesser von einigen 10* km bis zu solchen von
105 km beobachtet — miissen wir auf eine Eindring-

10 R. KiepeNHARN, Astrophys. J. 137, 664 [1963]. — M. Steex-
BECK U. F. Krause, Monatsber. Deutsch. Akad. Wiss. Berlin
7,335 [1965].
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tiefe von ungefdhr 5-10* km schlieBen. Aus (63)
und (82) folgt dann

(1/uo) =02 62/2~107 m?/s. (85)

Die Lebensdauer T; eines Sonnenfleckes von etwa
einem Durchmesser D;=10*km wird zu einigen
Monaten beobachtet. Gemall des Zusammenhanges
Ti= (uo0)g D ergibt sich wieder ungefiahr der
Wert 107 m?/s.

Dagegen erhalten wir mit einer Leitfahigkeit8
von 103 271 m™! fiir das Plasma der Wasserstoff-
konvektionspone fiir den Diffusionskoeffizienten der

lokalen Feldgrofien

(1/uo), = ﬁﬁ; m2/s~103m2/s.  (86)
Diese Uberlegungen zeigen, daB der Diffusions-
koeffizient fiir die globalen Felder durch die Tur-
bulenz um etwa den Faktor 10* gegeniiber dem Dif-
fusionskoeffizienten fiir die lokalen Felder erhcht
ist.

Zur Abschitzung der fiir die Felderhaltung not-
wendigen mittleren Turbulenzgeschwindigkeiten set-
zen wir den Wert fir w* gemal} (84) gleich dem
konstanten Wert in (80). Das dort auftretende Pro-
dukt © 0 entnehmen wir aus (85). a, berechnen wir
aus (2). Die logarithmische Ableitung der Dichte
nach dem Ort ist gleich der reziproken Aquivalent-
hohe, fiir die 100 km einzusetzen ist. Auf Korrela-
tionsldnge und Korrelationszeit konnen wir aus den
Beobachtungen der Granulen schlieen, danach ist
L=100 km und T=100 s. Fiir das Produkt ¢ ¢ in
dem Ausdruck fiir a, ist der lokale Wert, also (86)
einzusetzen. Schlielich ist fiir d ein mehrfaches der
Aquivalenthéhe anzunehmen, sagen wir 1000 km.
Unter diesen Annahmen ergibt sich fiir die mittlere
Turbulenzgeschwindigkeit ein Wert von ungefdhr
400 m/s, der in der beobachteten GroBenordnung
liegt.

Es sei jedoch ausdriicklich darauf hingewiesen,
dal} es fraglich ist, ob die in (I) gegebene Herlei-
tung des Ausdruckes (2) auch fiir die starke Turbu-
lenz der Wasserstoffkonvektionszone giiltig bleibt.

9. SchluBbemerkungen

In den vorliegenden Untersuchungen wird die
Existenz von Geschwindigkeitsfeldern nachgewiesen,
die als magnetohydrodynamische Dynamos wirken.
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Ein verhaltnisméBig geringer mathematischer Auf-
wand wurde durch eine mit den Mitteln der Theorie
der Zufallsfunktionen bewerkstelligten Abstraktion
von den individuellen Ziigen spezieller Geschwindig-
keitsfelder erreicht.

Gerade die Abstraktion von den individuellen
Eigenschaften 14t eine gemeinsame Eigenschaft die-
ser Felder deutlich hervortreten, die anscheinend
fiir die Wirksamkeit als Dynamo notwendig ist:
Die Auszeichnung eines Schraubensinnes.

Das innere Produkt b rot b ist auf Grund der De-
finition von rotb offensichtlich ein Mall dafiir, ob
ein Schraubensinn und welcher Schraubensinn durch
das Feld b ausgezeichnet wird.

R.D. SCHUCKERT, H.LUTZ, AND R.SIZMANN

Es wird also der Schluf} nahegelegt, da} ein de-
finites Vorzeichen des inneren Produktes D-rotb in
rdumlich ausgedehnten Gebieten eine notwendige
Bedingung dafiir ist, dal das Geschwindigkeitsfeld b
Dynamowirkung zeigt.

Die Bedingung b-rotb =0 ist charakteristisch fiir
flichennormale Felder. Die Aussage, dafl von fli-
chennormalen Geschwindigkeitsfeldern keine Dy-
namowirkung ausgeht, konnte eine Prazisierung des
Theorems von CowrinG !! sein; ein Beweis dieser
Aussage liegt allerdings bisher nicht vor.

11 T. G. Cowring, Monthly Notices Roy. Astron. Soc. 94, 39
[1934].

Angular Dependence of Channelling in Gold Single Crystals

R. D. ScHUCKERT,

Physik-Department der Technischen Hochschule Miinchen

H. Lurz,
Oak Ridge National Laboratory, Tennessee, USA

and R. Sizmann

II1. Physikalisches Institut der Universitdat Miinchen

(Z. Naturforschg. 21 a, 1296—1299 [1966] ; received 2 April 1966)

The penetration profiles of 70 keV krypton-85 ions in gold single crystals were determined for
different incident angles between the ion beam and the (110) or (111) crystal axis. Channelling
is most pronounced in the 110 direction but it falls off at first steeply, then at angular deviations
larger than 10° rather slowly by tilting to (111) or (100). A sharp aperture cannot be defined
for the 110 channel; its half width is of the order of 2...3° In {111) no directional channel
seems to be operative, although the long tail range distribution indicates a steering of the pene-

trating ions.

The strong influence of crystallographic orienta-
tion on the penetration depth of fast ions in solids
has been shown theoretically and experimentally *.
A particle, penetrating along certain low index di-
rections (e. g. (100) and (110) in fcc metals) is
subject to reflective forces from the neighbouring
atomic rows which tend to keep it moving straight
ahead. The steering leads to ranges much farther
than the usual mean range. This channelling, as it

1 M. T. Rosinson and O. S. Oexn, Bull. Am. Phys Soc. 7, 171
[1962] ; Appl. Phys. Letters 2, 30 [1963] ; Phys Rev. 132,
2385 [1963]. — G. R. Pierey, F. Browxs, J. A. Davies, and
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and R. Sizmany, Phys. Letters 5, 113 [1963]. — R. S. Nevrson
and M. W. Tuompsox, Phil. Mag. 8, 1677 [1963]. — C. Le=r-
maxy and G. Lemsrriep, J. Appl. Phys. 34, 2821 [1963]. —
J. Lixouaro, Phys. Letters 12, 126 [1964]; Kgl. Danske
Videnskab. Selskab, Mat. Fys. Medd. 34, No. 14 [1965].

was called, occurs readily when bombarding a per-
fect single crystal with an ion beam parallel to an
open lattice direction. However, the yield of far
penetrating ions depends critically on the angle of
the impinging particles with respect to the favour-
able crystallographic axis. Hitherto, this angular de-
pendence of channelling has been investigated for
light projectiles (protons, a-particles) in the energy
range between 27 keV and 7.7 MeV 2 and for rather

2 W. Branor, J. M. Kuax, D. L. Porrer, R. D. WorLEy, and
H. P. Swmirn, Phys. Rev. Letters 14, 42 [1965]. — M. W,
Tuomeson, Phys. Rev. Letters 13, 756 [1965]. — E. Bocn,
J. A. Davies, and K. O. Nieusen, Phys. Letters 12, 129
[1964]. — D. S. Gemmer and R. E. Horraxp, Phys Rev.
Letters 14, 945 [1965]. — R. S. Nerson and M. W. Trome-
sox, Phil. Mag. 8, 1677 [1963]. — B. Domews and K. Biork-
quist, Phys. Letters 14, 127 [1965].



